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Comenzaremos dando algunas definiciones que resultaran utiles.

m Una funcién es localmente integrable en R™ si es integrable
sobre cada conjunto compacto de R™. El conjunto de
funciones localmente integrables es

Li.=LL (R™) = {f: f es medible y localmente integrable}.

m Un peso w es una funcién no negativa y localmente integrable
tal que 0 < w(z) < oo para casi todo =z € R™.

m Siw es un pesoy 1/w es localmente integrable, entonces 1/w
también es un peso.

= Siw es un pesoy E es medible, w(E) = [, w. Cuando w =1
escribimos |E| = [, dx para denotar la medida de Lebesgue
de E.

m Xg denota la funcion caracteristica de E.
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m Espacio L”(w) Siw es un pesoy 1 < p < oo entonces

LP(w) = {f : f es medible y/ |f|Pw < oo}.
Rn

Si f € LP(w) su norma es

1/p
s = ([ 170)

Cuando w =1, LP(w) = LP.
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m Espacio LV (w) (LP — débil) Siw es un pesoy 1 < p < oo
entonces

LP*>(w) = {f medible : [f]pw < 0o},

siendo

1/p
[y = (sup Vo ({z € B : [f(z)] > A}))

A>0

la seminorma de f en este espacio.
Siw =1, LP*®(w) = L.

Tenemos que LP(w) C LP>°(w).
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Preliminares e introduccidn

Dado cierto operador 7, un problema comin en Andlisis Armdnico
es estudiar estimaciones como las siguientes

m Desigualdades de tipo fuerte con un peso w

/ TH@)Pw)de < C [ 1f@)Pol) de
R” R™
m Desigualdades de tipo débil con un peso w

w(fz e R TR > < S [ 1@l d
RTL

m Estimaciones de control con peso w

| Tt@pu@ e <0 [ (Mrf) o).

Rn

donde M es un “operador maximal” adecuado.



El operador maximal de Hardy-Littlewood

El operador maximal de Hardy-Littlewood centrado M, se define
para f € LL_ como

M.f(x) =su / )| dt,
f(x) T>13‘er’ o )l

donde el supremo se toma sobre todas las bolas de R™ centradas
en el punto x, esto es

B(z,r)={yeR": ly—z| <r}.
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El operador maximal de Hardy-Littlewood centrado M, se define
para f € LIoc como

1
M) = S B O

donde el supremo se toma sobre todas las bolas de R™ centradas
en el punto x, esto es

B(z,r)={yeR": ly—z| <r}.

La versidn no centrada de este operador es
1=t f ol
B>z ‘B’

donde ahora el supremo se toma sobre todas las posibles bolas que
contienen al punto z (pudiendo éste no ser su centro).
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[ Algunas propiedades ]

m Para casi todo z € R"™ se cumple que
M f(z) < Mf(x) < 2"Mcf ()

con lo que M y M, son equivalentes.
m |f(z)] < M.f(x) en casi todo z tal que M. f(z) < co.

m Sil<p< oo, entonces
[ us@yrdr<c, [ (f@Pds
n Rn

para toda f € LP, es decir, M es de tipo fuerte (p,p).
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[ Algunas propiedades ]

m M no es de tipo fuerte (1,1).

m En su lugar, satisface la desigualdad
n C
e R Mi@ >N <5 [ f@lde @)

para todo A > 0y f € L', es decir, es de tipo débil (1,1).
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El operador maximal de Hardy-Littlewood

Ejemplo
Sia<by f(x) = Xy (), calcular M.f y comprobar las
desigualdades (1) y (2) para este caso.

Caso 1 o < a. Observar que en este caso a — x > 0.
mSi0<7r<a-—z, entonces

(x—rx+r)Na,b =0

Yy en consecuencia

1 xT+r
/ ()] dt = / 0dt = 0.
l‘ r ‘ B(z,r) 2r r—r

x
hY r 1
7 C

xr—r r+r a b

~

O<r<a-—=zx
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m Sia—z <r<b-—zx entonces

(x—r,z+r)Na, bl =la,z+7T)

por lo tanto
: / (1) dt = 1/E+T1dt—x+r_a—1 S
|B(z,7)| /B2, 2, N 2r 2 2
X
¢ f > s
xr—r a x+r b



El operador maximal de Hardy-Littlewood

m Sir > b— z entonces

[a,b) sir=0b-—uzx,
[a,b] sir>0b—x.

(w—r,x—i—r)ﬂ[a,b]:{

T
L L 1 AY
\ L J 7
xr—r a bx+r

r>b—ux
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m Sir > b— z entonces

[a,b) sir=0b-—uzx,
[a,b] sir>0b—x.

(a:—r,w—i—r)ﬂ[a,b]z{

Cualquiera sea el caso resulta

1 1 b—a
S — f(t dt:—/ 1dt = )
B0 Sy =50 %
x
¢ [ 11—
T—r a b x+

r>b—ux



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Recapitulando, para el caso x < a hemos obtenido que

0 si O<r<a-—=x

|/ M)dt=¢ $-%% si a—ax<r<b-uzu
B(z,r) _ .
(,r) 1’2—7? si r>b—ux.
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Recapitulando, para el caso x < a hemos obtenido que

0 si O<r<a-—=x

/ M)dt=¢ $-%% si a—ax<r<b-uzu
xr| (,r) =4 si r>b—ux.

Tomando el supremo sobre r > 0 resulta que

1 b—a
SUp T=—— f@t)]dt = .
r>0 |B(.’L‘,7‘)| B(z,r) ‘ ( )’ 2(b - l‘)
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Caso 2 a < x < b. Este caso lo separaremos en otros subcasos

Caso 2.1 = a.

m Si0<7r<b-—aentonces

(x —r,z+7r)Nfa,b] =[a,x+71)=[a,a+T).

)

r+Tr b

lan)
ISIEY SRS
=)
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Caso 2 a < x < b. Este caso lo separaremos en otros subcasos

Caso 2.1 = a.

m Si0<7r<b-—aentonces

(x —r,x+r)Nja,bl =[a,x+ )

De esta forma

/ (t)] dt = _/ 1dt =
$T| xr

)
7

r+Tr b

=la,a+7).

lan)
ISIEY SRS
=)

O<r<b—a



El operador maximal de Hardy-Littlewood

m Sir > b— a entonces

_Jla,b) sir=0b-a,
(:v—r,:z-l—?")ﬂ[a,b]—{[a’b] sir>b—a.

1
[SIET TR

b x4+
r>b—a
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m Sir > b— a entonces

[a,b) sir=0b—a,
-T2+ N 7b = .
(@=ratr)nleb) {[a,b] sir>b—a.
Por lo tanto

1

1 b b—a
_ t)|dt = — 1dt = .
|B(33,’I“)| B(z,r) |f( )’ QT/a 2r

X
. S

b x4+
r>b—a
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® Sir > b— a entonces
(x —r,z+7r)Na,b] = {[a,b) sir=0b—a,

[avb] sir>b—a.
Por lo tanto

1 L b )
B B(x,r)|f(t)!dt:§/a tar="_¢
‘ %_' o
e
r>b—a

Tomando el supremo sobre r > 0 resulta que

1
sup

1
1B(z,7)| F()dt = =.
r>0 |B(z,7)| B(a:,r)| (t)] 5
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Caso 22 a <z < (a+b)/2
m Si0<r<uz—aentonces
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Caso 22 a<z < (a+b)/2
m Si0<r<uz—aentonces

(x—r,z+r)Nfa, b= (z—r,xz+7r)

por lo tanto
1 I el 2
S If(8)]dt = — ldt =2 =1.
|B<$7T)| B(z,r) T Je—r 2r
X
C ore
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mSiz—a<r<b-— z entonces

(x—r,z+r)Na, bl =la,z+7T)

S

7
xr+Tr

&

|
ﬁf\
L

r—a<r<b-—ux
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mSiz—a<r<b-— z entonces

(x—r,z+r)Na, bl =la,z+7T)

por lo tanto
1 T+Tr 1 o
/ (t)] dt = / ldt=-+— "<
:cr| (@) 2 a 2 2r
xr
:z:—\rclz- x+/7“;a

r—a<r<b-—ux
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m Sir > b— x entonces

(x —r,x+r)N|a,b] = |a,b

8
[
-
=]
- th
a Vv
+
=
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m Sir > b— x entonces

(x —r,x+r)Nja,b = [a,b]

1/ b—
/ (1) dt = / ldt =2 < 1.
xr| Bla,r) 2r J, 2r

X

y resulta

~
m

r>b—x
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m Sir > b— x entonces

(x —r,x+r)Nja,b = [a,b]

y resulta
b
wrl/m #)| dt = 217"/a 1dt:b2ra<1.
ra r v k| 3\
x—\r aL Jbgé—i—r
r>b—ux

Al tomar supremo sobre r > 0 en este caso obtenemos

sup dt = 1.
7’>0|er|/$7‘ |




El operador maximal de Hardy-Littlewood

Caso 2.3z = (a+1b)/2.



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Caso 2.3z = (a+1b)/2.

m Si 0 <7 <z— aentonces

(x —r,x+r)Nja,b =(x—r,x+r)
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Caso 2.3z = (a+1b)/2.
m Si 0 <7 <z— aentonces

(x—r,z+r)Na,bl=(x—r,z+7)

con lo cual
1 1 T+ 2r
—_ lf(t)]dt = — 1dt = — =1.
|B(z,7)| JB(@,r 2r J._, o
X
aL r—7T .’l?;-’l" Jb
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mSir>x—a=0b— x entonces

(x —r,x+r)N|a,b] = |a,b

L L

T
r—rT a

- th
a Vv
+
=

r>x—a=b—=x



El operador maximal de Hardy-Littlewood
mSir>x—a=0b— x entonces
(x —r,x+r)Nja,b = [a,b]

y por lo tanto

1 b b—a
/ ()| dt = /1dt: <1
xr| Bla,r) 2r J, 2r
X
x—\raL Jbgé—i—r

r>x—a=b—=x



El operador maximal de Hardy-Littlewood
m Sir>x—a=>b— x entonces
(x —r,x+r)Nja,b = [a,b]

y por lo tanto

1/ b—
/ (1) dt = / ldt =2 < 1.
wr| Bla,r) 2r J, 2r

xT

L L
\ L

| AY
J 7
r—Tr a b x+r

r>x—a=b—=x

Tomando el supremo sobre r > 0 resulta

sup dt = 1.
7’>0|er|/$7‘ |
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Caso 24 (a+b)/2 <x <b.
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Caso 2.4 (a+b)/2 <z <b.
m Si0<r<b—x entonces

(x —r,x+r)Nja,b = (x—r,x+r)
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Caso 2.4 (a+b)/2 < x <b.
m Si0<r<b—x entonces

(x—r,z+r)Nfa,b=(z—r,xz+7r)

con lo cual
1 1 ot 2r
1 |f(t)|dt:—/ Lat= 2 1.
‘B<$>r)’ B(z,r) 2r Jor 2r
X
e
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mSib—x<r<z-—aentonces

(x —r,x+r)Na,bl = (x—r,b

m
~

b—r<r<z-—a
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mSib—x<r<z-—aentonces

(x —r,z+7r)Na,b] = (z —r,b
y en consecuencia

b

1 1 1 b—=
- - - 1dt = =
|B(.’L‘,T)| \/;(z,r) ’f(t)‘ a 2r /x o 2 * 2r =

-Tr

r ra
T <
a xr—rT

@.I__I
& Vv
+
=

b—r<r<z-—a

1.



El operador maximal de Hardy-Littlewood

m Sir > x — a entonces

(x —r,x+r)Nla,b] = [a,b

[N
L

7
T+

&
|
< T
L
(=

r>x—a
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m Sir > x — a entonces
(x —r,x+r)Nla,bl = [a,b]

y resulta

1/t b—
/ (t)] dt = / ldt = -2 < 1.
a:r| () 2r J, 2r

xT

[N
L

7
T+

&
|
< T
L
S

r>x—a
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m Sir > x — a entonces
(x —r,x+r)Nla,bl = [a,b]

y resulta

I b—
/ (t)] dt = / ldt = -2 < 1.
xr| () 2r J, 2r

xT

[N
L

7
T+

&
|
s T
L
S

r>x—a

Al tomar supremo sobre r > 0 en este caso obtenemos

sup )| dt = 1.
r>0‘er|/:cr ’
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Caso 2.5 . =b.
m Si0<7r<b-—aentonces

(x —r,x4+7r)Nfa,b] = (x —r,b = (b—rb].

x
C L 3 AY
L \ pd 7
a T—r b xT+T

O<r<b—a
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Caso 2.5 . =b.

m Si0<7r<b-—aentonces

(x —r,x4+7r)Nfa,b] = (x —r,b = (b—rb].

De esta forma

1 b T
/ ()] dt = = -l
xr| () 2 b 2r
X
£ € > i
a T—r b xT+T

O<r<b—a
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m Sir > b— a entonces
(a,b] sir=b-—a,

(x —r,x+7)N]a,b] = {[a,b] sir>b—a.

L L
\ L

r—Tr a

S e R
Vv

x+r
r>b—a
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m Sir > b— a entonces

(a,b] sir=b-—a,
[a,b] sir>b—a.

(:v—r,:v-l—r)ﬂ[a,b]:{

Por lo tanto
1 1 b—
S f@))dt=— [ 1dt="2.
|B(33,’I“)| B(z,r) 2r a 2r
X
P ;, -

r>b—a
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m Sir > b— a entonces

(a,b] sir=b-—a,

(x —r,x+7)N]a,b] = {[a,b] sir>b—a.

Por lo tanto
1 1 /b b—a
_— |f(t)]dt:—/ 1dt = .
|B(33,’I“)| B(z,r) 2r a 2r
X
P ;, -
r>b—a

Tomando el supremo sobre r > 0 resulta que

1 1
FO)lde= 5.

Sup ——————
r>0 |B(l’, T)l B(z,r)
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Caso 3 > b. En este caso tenemos que x — b > 0.
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Caso 3 > b. En este caso tenemos que x — b > 0.

m Si0<r<z-—b, entonces

(x —rx+r)Nna,b =0
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Caso 3 > b. En este caso tenemos que x — b > 0.

m Si0<r<z-—b, entonces
(x—r,z+7r)N[a,b] =0

y por lo tanto

1 T+
/ ()] dt = / 0dt = 0.
x r ‘ (z,r) 2r T—r
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mSiz—b<r<z—aentonces

(x —r,x+r)Na,b] = (x —r,b]
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mSiz—b<r<z—aentonces
(x—r,z+r)Na,b] = (z —r,b

y en consecuencia

1 1 /0 b—x4+r 1
— Odt=— [ 1dt=—"T"—_ ,
|B(x, )| /B(m’r) £ 2r /x_r 2r 2 2r
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m Sir > x — a entonces

_J(a,b] sir=z—a,
(a:—r,a:—i—r)ﬂ[a,b]—{[a’b] S a

~
lanl
o

4



El operador maximal de Hardy-Littlewood

m Sir > x — a entonces

(a,b] sir=ux—a,

(x —r,x4+7r)N]a,b] = {[a,b] S a

y en este caso simplemente resulta

1 I b—a
B ey 1O = 5 1= 5

~
lanl
o

4



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Para este tercer caso hemos obtenido entonces que

0 si O<r<zx-—29»
|/ (1) dt = %—z_b si z—b<r<z-—a
B(z,r) (,r) bZ_—r“ si r>x—a.




El operador maximal de Hardy-Littlewood

Para este tercer caso hemos obtenido entonces que

0 si O<r<zx-—29»
|/ (1) dt = %—w{rb si z—b<r<z-—a
B(z,r) (,r) b;—f si r>x—a.

Tomando el supremo sobre r > 0 resulta

1 b—a
Sup ———— t dt = —.
P B Jaen N S a




El operador maximal de Hardy-Littlewood

De esta manera resulta

Q(bb__‘;) si z < a,
M.f(z)=11 sia <z <b,
2(l;iaa) siz > 0.
Y
1 OO
i
// \x
a b




El operador maximal de Hardy-Littlewood

Vamos a comprobar ahora la desigualdad (1).
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Vamos a comprobar ahora la desigualdad (1). Si 1 < p < o
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/R(Mcf(x))pdx:/aoo%dva/:lpdij/bw%dx



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Vamos a comprobar ahora la desigualdad (1). Si 1 < p < 0o
entonces

/R(Mcf(x))pdx/;de+[lblpdx+/wadx

b—a b—a
-0 T T e
s VR Y

2-t(p-1) =)



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Vamos a comprobar ahora la desigualdad (1). Si 1 < p < 0o
entonces

/R(Mcf(x))pdx/;de+Lblpdx+/bMde

b—a b—a
e SR TPy
it VS YR
~wpop Y

=6, [ s
R
Entonces, hemos mostrado que

IMefllp < Cpllflp-



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Ahora comprobemos la desigualdad (2).



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Ahora comprobemos la desigualdad (2). Para A > 0,
0 siA>1,

{z eR: M.f(z) > A} =< (a,b) si 3 <A<,
(b—52a+5%2) si0<A<i
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Entonces

0 siA>1,
M{z € R: Mof(z) > A} =< A(b—a) si 3 <A<,
(b—a)(1—X) si0<A<3



El operador maximal de Hardy-Littlewood

Entonces

0 siA>1,
M{z € R: Mof(z) > A} =< A(b—a) si 3 <A<,
(b—a)(1—X) si0<A<3

Y en consecuencia

sup A[{z € R: Mof(z) > A} = b—a :/ ()] da
A>0 R

lo que nos indica que

[Mefl < [l



Definicién de la clase A,

Objetivo
Encontrar condiciones en la funcién peso w para que
se cumplan las estimaciones siguientes.
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Definicién de la clase A,

Objetivo
Encontrar condiciones en la funcién peso w para que
se cumplan las estimaciones siguientes.

B Paral <p< oo
/n (M f(x))P w(z)de < C - |f(z)[Pw(x)de
con f € LP(w).
m Parap=1
w({z € R : Mf(z) > A}) < g/ F(2)w(z) do

para todo A >0y f € L(w).
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m En la década de los 70, Benjamin Muckenhoupt resolvié este
problema, caracterizando los pesos como aquellos que
pertenecen a la clase A, que lleva su nombre.



Definicién de la clase A,

m En la década de los 70, Benjamin Muckenhoupt resolvié este
problema, caracterizando los pesos como aquellos que
pertenecen a la clase A, que lleva su nombre.

m En lo que sigue nos ocuparemos de introducir estas clases y
mostrar algunas de sus propiedades mas importantes.
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Definicién de la clase A,

Para motivar la definicién, fijemos 1 < p < co y supongamos que
w es un peso tal que la desigualdad

Mf@Pu@)de < C [ |f@)Pwl)de
R" R"
vale para toda f € LP(w).

Fijemos una bola B de R™. Al aplicar esta desigualdad con fXp
obtenemos

w®) (i [ 1) < [ asruae < [ P ds

o equivalentemente

(1 1) = ui [, e

Sie>0y f=(w+e)P/PXg, entonces
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Definicién de la clase A,

(i ) G e+ o)

De aqui deducimos que

1
| B

i

w

w+ €

28

< C.

(o1 o) G feoeo =)<



Definicién de la clase A,

() G i) G fs)

De aqui deducimos que

(o) G o

Haciendo € — 0 y usando el teorema de la convergencia
mondtona, finalmente obtenemos

(o ) (o o) <



Definicién de la clase A,

Definicién (Clase de pesos A, 1 < p < c0)

Decimos que w pertenece a la clase A, de Muckenhoupt si
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La constante [w] 4, recibe el nombre de constante caracteristica A,

de w.



Definicién de la clase A,

Definicién (Clase de pesos A, 1 < p < c0)

Decimos que w pertenece a la clase A, de Muckenhoupt si

] (1/ )(1/ )
wiaA, = Sup — w — w 0.
* pcre \|B| JB |B| /5

La constante [w] 4, recibe el nombre de constante caracteristica A,

de w.

Esta condicién puede reescribirse en término de normas p: en
efecto, decimos que w € A, si existe C' > 0 tal que la desigualdad

1B [w' P X l|w P xR,y < C

vale para toda bola B de R™. En este caso tenemos [w], < CP.



Definicién de la clase A,

Consideremos ahora el caso p = 1. Supongamos que w es un peso
que verifica la desigualdad

w({z € R : Mf(z) >/\}</ do

para toda f € L'(w) y todo A > 0.
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Definicién de la clase A,

Consideremos ahora el caso p = 1. Supongamos que w es un peso
que verifica la desigualdad

w({z € R": Mf(z) > A}) </

para toda f € L'(w) y todo A > 0.
Si Besunabolay0<X<|B|™! [;]|f| entonces

w(B) < w({z € B: Mf(z) > \}) < C/ flw.

Como C' no depende de A, haciendo A — |B|™! [ | f| obtenemos

g 1< s [ 1 3)

para toda bola By toda f € L(w).
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Sia>infpwy S, ={x € B:w(x) <a}, entonces |S,| > 0 por
definicidn.
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Definicién de la clase A,

Sia>mfpwy S, ={x € B:w(x) < a}, entonces |S,| > 0 por
definicién. Considerando f = Xg, en (3) resulta

w(B) _ w(S)

< < Ca.
B |Sal

Haciendo a — inf g w concluimos que

w(B)

<C1nfw
| B

. -1 > .
Como infpw = (supgw™') " también podemos escribir

w(B) <supw_1> < C.

B B



Definicién de la clase A,

Definicién (Clase de pesos A1)

Decimos que w pertenece a la clase A de Muckenhoupt si

1
[w]a, = sup (—/ w) (supw_l) < 00.
Bcre \|B| /B B

El ndmero [w] 4, se llama constante caracteristica A; de w.



Definicién de la clase A,

Definicién (Clase de pesos A1)

Decimos que w pertenece a la clase A de Muckenhoupt si

1
[w]a, = sup (—/ w) (supw_l) < o0.
Bcre \|B| JB B

El ndmero [w] 4, se llama constante caracteristica A; de w.

Al igual que lo observado para la clase A,, podemos definir la
condicién A; como el conjunto de pesos w para los que existe
C > 0 tal que la desigualdad

1B wXp|1|lw ' Xplle < C

vale para toda bola B. En este caso tenemos [w]4, < C.
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Sea w un peso. Entonces valen las siguientes afirmaciones:
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Proposicién (Propiedades de la clase A))

Sea w un peso. Entonces valen las siguientes afirmaciones:
Si 1 <p < q entonces [w]4, < [w]a,. Es decir, A, C A,.
Sip>1ywe Ay, entonces [w]4, > 1.
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duplicante: para cada A > 1 y todo cubo B se cumple que

w(AB) < [w]a, A"Pw(B).



Propiedades elementales

Proposicién (Propiedades de la clase A))

Sea w un peso. Entonces valen las siguientes afirmaciones:
Si 1 <p < q entonces [w]4, < [w]a,. Es decir, A, C A,.
Sip>1ywe Ay, entonces [w]4, > 1.
Sea 1 < p < oo. Entonces w € A, si y sélo si
N — [P 1
oc=w"P €Ay ylola, =wly
Si wy v estan en la clase A;, entonces w = uv! P estd en la
clase A, para todo 1 < p < oo.

Si w € A, entonces la medida du(z) = w(z) dz es
duplicante: para cada A > 1 y todo cubo B se cumple que

w(AB) < [w]a, A"Pw(B).

[@ w € A; siy sélo si existe C' > 0 tal que Mw(z) < Cw(x)
para casi todo z.



Propiedades elementales

Demostracion.

Como —1 = (1—¢')(q — 1) para cualquier ¢ > 1, obtenemos

(ﬁ/gw) (S%pw_l) > (%/Bw) (%l/fgwl_q,)q_l.




Propiedades elementales

Demostracion.

Como —1 = (1—¢')(q — 1) para cualquier ¢ > 1, obtenemos

(1) o) 2 (o) G o)
— [ w up w > — [ w] ([ — )
1Bl /B B |B| /B 1Bl /B
Si w € Ay, entonces
1 -1
00 > [w]a, = sup | = [ w) (supw
Bcre \|B| Jp B
1 1 At
e Gl G )
Bcre \|B| /B |B| JB

= [w]Aq7

con lo cual Ay C Ay y [w]a, > [w]a,.
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Si 1 < p < q, entonces por la desigualdad de Jensen es claro
que para toda bola B
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Propiedades elementales

Demostracion.

Si 1 < p < q, entonces por la desigualdad de Jensen es claro
que para toda bola B

1 e\ 1 / o\
— e P i
(\B|/B“’ ) =\Bl /5"

Luego, siw € A,

1 1 AN
00 > [w]a, = sup (—/ w) (—/ wl_p)
Bcre \|B| Jp |B| /B
1 1 L\
> su — | w| = | w ¢
—Bg%in(rB\/B )(rB\/B )
= [w]Aq7

es decir, w € Ay y [w]a, < [w]a,.



Propiedades elementales

Demostracidn.

Si 1 < p < oo entonces aplicando la desigualdad de Holder

1 1/ 1/ L e 1 1—p’ Y
1:—/w”w_ Pg(—/w) (—/w_p> .
|B| JB |B| /B |B| /B




Propiedades elementales

Demostracidn.

Si 1 < p < oo entonces aplicando la desigualdad de Holder

1 1/ 1/ L e 1 1—p’ Y
1:—/w”w_ Pg(—/w) (—/w_p> .
|B| JB |B| /B |B| /B

Elevando ambos miembros al exponente p obtenemos

= (o) (o)

de donde se sigue la afirmacién.




Propiedades elementales

Demostracidn.

Si 1 < p < oo entonces aplicando la desigualdad de Holder

:i/ wl/Pw=1/P < (L/ w)l/p (i/ wl—p’>1/p/'
|B| /B ~\IB| /B |B| /g

Elevando ambos miembros al exponente p obtenemos

= (o) (o)

de donde se sigue la afirmacién.
Si p =1, obtenemos la estimacidn al observar que

=z Lo < (1 fyo) (oo™
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Demostracion.

Notemos que el producto
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Propiedades elementales

Demostracion.

Notemos que el producto

CIRICTASS

puede reescribirse como

(o) G o)™
CIEOR Tl

ya que (1 —p)(1 — p’) = 1. De aqui deducimos también que

/

o también
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Propiedades elementales

Demostracion.

Si wy v estan en Aj, entonces para cualquier bola B

)

1
]231 ?

IA
/-\

I N

ya que u > Infgu y v > infg v en casi todo punto de B

Tomando supremo sobre todas las bolas de R”, obtenemos
que uv'™P € A, y ademds [uv' Pl 4, < [u]a, [v]%l



Propiedades elementales

Demostracion.

Si p=1, fijados A > 1y una bola B obtenemos

w(AB)
[AB|

de donde deducimos que

w(B)
1B|

< [w]z‘h l;\anw < [w]Al i%fw < [w]Al

w(AB) < [w]a, \"w(B).



Propiedades elementales

Demostracion.

Si p=1, fijados A > 1y una bola B obtenemos

w(AB)
[AB|

de donde deducimos que

w(B)
1B|

< [w]z‘h l;\anw < [w]Al i%fw < [w]Al

w(AB) < [w]a, \"w(B).

Sil<p<ooywée Ay, utilizando (2) tenemos que

—p’ p—1 —p
WAB) = |/\B|pw(>\B) (wl (/\B)> (wl’p,(/\B)>1

|AB] |AB]

1-p

< fula, A" |B? (w7 (B))

< [w]a, \"Pw(B).



Propiedades elementales

Demostracidn.

[@ Si w € Ay, entonces la desigualdad

“](Tﬁ) < i) (4)

vale para toda bola B y casi todo x en B.



Propiedades elementales

Demostracidn.

[@ Si w € Ay, entonces la desigualdad

w(B)

< ulau() )
| Bl

vale para toda bola B y casi todo x en B.

Fijado x tal que Mw(z) > [w]a,w(x), existe una bola B, con

radio racional que contiene a x y tal que

w(By)
| B

> [w]a,w(x).



Propiedades elementales

Demostracion.

[@ En virtud de (4), 2 debe estar en un subconjunto de B, de
medida nula. Luego

{z: Mw(z) > [w] 4, w( U

siendo V; conjuntos medibles de medida cero.

Por lo tanto, Mw(z) < [w]4,w(x) en casi todo punto x.



Propiedades elementales

Demostracion.

[@ En virtud de (4), 2 debe estar en un subconjunto de B, de
medida nula. Luego

{z: Mw(z) > [w] 4, w( U

siendo V; conjuntos medibles de medida cero.
Por lo tanto, Mw(z) < [w]4,w(x) en casi todo punto x.

Reciprocamente, si Mw(z) < Cw(x) en casi todo punto z,
entonces vale (4) con [w]4, reemplazada por C'y para casi
todo punto de B, que es equivalente a que

w(B)

— 2 (9 . L]
B _Clgfw



Propiedades elementales

Proposicién (Caracterizacién de potencias en A))

Seana € R, 1 < p < ooy w(z) = |z|* Entonces
w € A, = —n<a<n(p—1)

y también
w e A — —n<a<o.



Propiedades elementales

Proposicién (Caracterizacién de potencias en A))

Seana € R, 1 < p < ooy w(z) = |z|* Entonces
w € A, = —n<a<n(p—1)

y también
wE A <— —-n<a<o0.

Demostracién (caso 1 < p < 00).

m Sea —n < a < n(p — 1). Dividimos las bolas de R™ en dos
familias
By ={B = B(zpg,r) : x| <3r}

By = {B = B(zp,r) : |rp| > 3r}.



Propiedades elementales

Demostracién (caso 1 < p < 00).

m Si B € By, entonces B C By = B(0, 4r).



Propiedades elementales

Demostracién (caso 1 < p < 00).

m Si B € By, entonces B C By = B(0,4r). Utilizando
coordenadas polares tenemos que

1 . 1 a(1—p) p-l
Bl B|w| dz Bl B|:L‘| dz

se acota por

C o +n—1 o (1-p)+n-—1 P
_ a+n— a(l—p")+n—
= ([ o) ([ o)

que a su vez estd mayorado por una constante (.



Propiedades elementales

Demostracién (caso 1 < p < 00).

m Si B € By, entonces |z| = |zp| para todo z € B.



Propiedades elementales

Demostracién (caso 1 < p < 00).

m Si B € By, entonces |z| ~ |zp| para todo x € B. En este
caso directamente obtenemos que

1 " 1 o(1—p') p—1
E B|x| dx ﬁ B|x| dx

se acota por

Clzp|*|zp|* ! )ED = O,



Propiedades elementales

Demostracién (caso 1 < p < 00).

m Si B € By, entonces |z| ~ |zp| para todo x € B. En este
caso directamente obtenemos que

1 " 1 o(1—p') p—1
E B|x| dx ﬁ B|x| dx

se acota por
Clzp|*|ap|* P = ¢y,

m Si C = méx{Cy, C2} entonces

1 1 , p-l
sup —/ T adx) <—/ z[e-P) da:) <C,
Ban<|B| BI | |B| B| |

lo que permite concluir que w(z) = |z|* estd en A,.



Propiedades elementales

Demostracién (caso 1 < p < 00).

= Si ahora suponemos w € A,, entonces para toda bola B

(|;|/'m'adw)(|3|/' . ”)dw)p < fula,.



Propiedades elementales

Demostracién (caso 1 < p < 00).

= Si ahora suponemos w € A,, entonces para toda bola B

1 a 1 a9 gy )
Bl B|:c| dx Bl B|x| dx < [w]a,.

m Esto implica que cada factor del lado izquierdo es finito, y
entonces
a>-n 'y a(l—p)>-n

0, equivalentemente

—n<a<n(p—1).



Propiedades elementales

Demostracién (caso p = 1).

m Sea —n < a <0y consideramos By y By como antes.
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Demostracién (caso p = 1).

m Sea —n < a <0y consideramos By y By como antes.
m Si B € By, entonces

1 C
—/ |z|* dz < —/ |z|* dz < Cr® = C'inf |z|*
1Bl /5 [ Bol J 5, Bo

< Cy inf |z|?,
B

ues w(x) = |x|* es radialmente decreciente y B C By.
p y



Propiedades elementales

Demostracién (caso p = 1).

m Sea —n < a <0y consideramos By y By como antes.
m Si B € By, entonces

1 C
—/ |z|* dz < —/ |z|* dz < Cr® = C'inf |z|*
1Bl /5 [ Bol J 5, Bo
< Cy inf |z|?,
B

pues w(x) = |z|* es radialmente decreciente y B C By.

m Si B € By entonces |z| = |zp|, con lo cual

1
®/3 of* dz < Clop|* = Cs i |of®



Propiedades elementales

Demostracién (caso p = 1).

m Si C = max{C1, Cs}, entonces

1
—/ |z|* dz < Cinf |z|*
|B| /i L

para toda bola B, es decir, w € A;.



Propiedades elementales

Demostracién (caso p = 1).

m Si C = max{C1, Cs}, entonces

1
—/ |z|* dz < Cinf |z|*
|B| /i L

para toda bola B, es decir, w € A;.
m Si ahora suponemos que w € A1, la desigualdad

(%/B |x|“dm) <51];p|93|_a> < [w]a,

vale para toda bola B y, en consecuencia, cada factor del
lado izquierdo es finito.



Propiedades elementales

Demostracién (caso p = 1).

m Si C = max{C1, Cs}, entonces
Bl / |z]* dz < C’lnf|at|“

para toda bola B, es decir, w € A;.
m Si ahora suponemos que w € A1, la desigualdad

(%/B |x|“dm) <s%p|x|_a> < [w]a,

vale para toda bola B y, en consecuencia, cada factor del
lado izquierdo es finito.

= Como [5|z|*dx < co, debemos tener a > —n.

m Dado que supp |z|~% < o0, debe ser a < 0. O



Propiedades adicionales

Ademas de las propiedades vistas hasta ahora, podemos mencionar
otras muy importantes.
m Desigualdad de Holder al revés. Sil <p<ooyw € A,
entonces existen s > 1y C' > 0 tales que la desigualdad

1 s
R s <
(rB\/B“’> —\Br/B“’

es valida para cualquier bola B de R™. La constante C

depende tinicamente de la dimensién y de [w]4,.
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entonces existen s > 1y C' > 0 tales que la desigualdad
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tal que w € A,.



Propiedades adicionales

Ademas de las propiedades vistas hasta ahora, podemos mencionar
otras muy importantes.

m Desigualdad de Holder al revés. Sil <p<ooyw € A,
entonces existen s > 1y C' > 0 tales que la desigualdad

( 1 / )1/5 c

— [ W < / w

1B| /5 1B| /s

es valida para cualquier bola B de R™. La constante C

depende tinicamente de la dimensién y de [w]4,.

m Apertura. Sil <p<ooyw € Ap, entonces existe 1 < g <p
tal que w € A,.

m [actorizacion. Para 1 < p < oo, w € A, si y sélo si existen
pesos u y v en Aj tales que

w = uv' P (teorema de factorizacién de Jones)
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